L'atomo di idrogeno

R. Dovesi, M. De La Pierre, C. Murace

Corso di Laurea in Chimica
A.A. 2012/2013

Chimica Fisica Il



Modello per |'atomo di idrogeno

Modello: protone fisso nell'origine ed elettrone in interazione per
mezzo di un potenziale Coulombiano:

V(r)=—

dmegr

Geometria sferica del modello — coordinate sferiche

v2—l2 r2g _i_;ﬁ sin&g _i_#ﬁ
2 0r or r2sin 6 00 00 r2sin? 6 02

Hamiltoniano:




Equazione di Schrodinger dell’atomo di idrogeno

oIt L 1 o 1 02
- 2m, [r26 < 6r> t sing 00 <Sm680> * rzsinzﬁ&ﬁ}

2
P(r,0,0) = Ey(r, 0, ¢)

e

47T€ r

Moltiplichiamo per 2m.r?

2 20 o[ 1 aw 1 0%
—h <8r 8r> h [sm080<| 86’)+sin29&¢2]

—2mer2[ ¢ +E} W(r,0,6) =0

dmegr




Metodo della separazione delle variabili

¥(r,0,0) = R(r)Y(6,9)

L'equazione diventa:

B2 [d [ ,dR 2mer? e?
R(r) [dr (r dr> + h? (47‘(‘60!‘ + E) R(r)]

Y (6,¢) |sind 06 00 sin20 042 |




Metodo della separazione delle variabili

Separiamo |'equazione in due equazioni, una in r ed una in 6, ¢:

i sin2 6 0¢? |



Dipendenza da 6 e ¢: equazione 2

1 1 0 08Y 1 92y B
Y(0,9) [ea < ae) +sinzaa¢2} =0

Moltiplichiamo per sin20Y (6, ¢):

0 oY 0%y
sin 0% (sm 0) + e + (Bsin?0)Y

E' la stessa equazione del rotatore rigido!



Dipendenza da 6 e ¢: equazione 2

Usiamo ancora la separazione delle variabili:

Y(0,9) = 0(0)(¢)

o(0) do df ®(¢) do?

Separiamo in due equazioni:

Slnt9 d d@ L2 2
@(9)d0 <sm0d0>+ﬂsm 0=m

1 d%’0 )

o(¢)de?

2
sinf d ( 9d@>+55m 04 1 Q_



Dipendenza da 6 e ¢: risoluzione per ¢

1 d%o )

o(p) dg?
Soluzioni generali:
O(P) = Ame™®  ®(p) = A_pe ™

Condizione periodica su ¢:

O(p+27m) = d(p) — eFFmM =1

Soluzione finale:
Op(p) = Ape™  m=0,+1,42, ..

con A, = \/% costante di normalizzazione
vy



Dipendenza da 6 e ¢: risoluzione per 6

sin@d( doe

Ao £ 29 2
o(0) db sm9d0>+ﬁsm 0=m

Poniamo x = cosf e ©(0) = P(x);
troviamo I'equazione di Legendre:

(1—x2)d2P i {/3 1 TZ

W—2XE+ X2:| P(X):O sz,:i:l,:I:2,



Dipendenza da 6 e ¢: risoluzione per 6

Condizione per la soluzione:

B=I(+1), [=0,1,2,.

d?pP dP m? m=0,+1,42, ..

—_— 27_ —_— —_—
(1 X)dx2 2de—|— I(1+1) 1

— X2

Soluzioni per m = 0: polinomi di Legendre

Po(ir) =1
Pi(z) ==z Ortonormalita:
P =1(322 -1 1
2(z) = (3 ) / PY(x) Pa(x)dx =
Ps(x) %(51‘3 — 3x) -1 2/ +1
Py(z) = %(351:4 — 30z +3)




Dipendenza da 6 e ¢: risoluzione per 6

d2P dP m2 m:07:|:1,:|:2,..
g M0+ ) =35 | PO =0

—_ 2 —
(1=x )dx2 dx

Soluzione per m generico: funzioni associate di Legendre

dlml
dx!ml

PI™(x) = (1= )™V 2 i)

Ortonormalita:

1 T
Iml () plml _ jml |l - _ 2 (+][m]!
[1 P (x)Py™M (x)dx = /0 P;™ (cos 0)P,™ (cos 0) sin 0dl = 31 (1= |m])

In

Costante di normalizzazione:

20+ 1(/— |m|)!} 1/2

N””:[ 2 (I+|ml)!



Dipendenza da 6 e ¢: risoluzione per 6
Funzioni associate di Legendre

P(z)=1

PY(z) = z = cos¥d

Pl(z) = (1 —2*)'/? =sin6

P)(z) = 1(3z% — 1) = 3(3cos® 0 — 1)

P}(z) = 3z(1 — z?)'/? = 3cosfsinf

P}(z) = 3(1 — z*) = 3sin® @

P)(z) = 1(52° — 3z) = 3(5cos® 0 — 3 cos0)

Pi(z) = 3(52> —1)(1 — 2*)*/? = 3(5cos* 6 — 1) sin b
P}(z) = 152(1 — z*) = 15cosfsin® §

P3(z) = 15(1 — 2?)3/2 = 155sin®




Soluzione finale per 6 e ¢

.0 (. 9Y 0’Y .
sm0% <sm089) + e + (Bsin“0)Y =0

Funzioni armoniche sferiche
Y(0,6) = 0(0)(¢) = NjmP|™ (cos )™
con

m=0,+1,+2, ..
1=0,1,2,..

Ortonormalita:

T 27
/ d0'sin 6 / dOY(0, ) Y0, 8) = b
0 0



Soluzione finale per 6 e ¢

Funzioni armoniche sferiche

1 .
0 _
Yo = (4m)1/2
1/2 )
Y = (83) sin fet?
T

0 5 1/2 2
e 61
2 (167r> (Bicos )

1/2 .
Y;l — (;—5) sin 6 cos fe ¢
T

1/2 '
YZ—2 = (§12—5—) sin? Qe %1
T

1/2
YP = (—3—) cos 8
4

1/2 :
Yy t= (8—3—) sin fe~*?
s

1/2 )
Y = (E) sin 6 cos fe’?
8

1 1/2 )
YZ = (-3—257}-) sin? fe?'®




Momento angolare: [?

A 1 0 0 1 92
[2=—m | ——= (sinfd= —
Linﬁ@& (s'" aa) * sin298¢2}
Coincide con I'operatore tra parentesi quadre dell’equazione 2 in 0

e .

Ricordando che 8 = I(/ 4 1), risulta dunque che le armoniche
sferiche Y (6, ¢) sono anche autofunzioni dell'operatore [2:

2Y"(6,6) = R1(1+ 1) Y{"(0, )
Gli autovalori sono:

[2=r2I(I+1) [1=0,1,2,..



Momento angolare: [?

) 19 9 19
L2 — 2|1 - Y . v s o
h Lineae (s'”eam) * sin298¢2}

Per il rotatore rigido H = 22/2I si trova:

R21(1 + 1)

Y"(6,¢) 1=0,1,2,..



Momento angolare: componenti

A o o
L, =yp, - L, -1 a. R
bz — “Py zh (y(?z zc’? )

- 0 ad

Ly=2p,—ap. L P -
B == 5P — K " ! (zam ‘”az)
R o o

L, =ap, —ypx Ln b e —y L
Py — UP ’ (H:By yax>

Passiamo in coordinate sferiche:

ZX = —ih (— sin QSa— cot 6 cos ¢ ¢>

[y = —ih (cosgéaae cotfsin ¢ ¢>



Momento angolare: componenti

em® & autofunzione di L,:
[,(e™?) = —/hﬁ(e"m) = mh(e™?)
o

e & anche I'unico fattore dipendente da ¢ nelle armoniche
sferiche; dunque le armoniche sferiche Y (6, ¢) sono autofunzioni di
L,:
L,y,¢) = N,m[zP,lm|(c059)eim¢
N/mPJm‘(cos 0)L,e™?
= hmY(9,9)



Momento angolare: autovalori

L2Y™(0,6) = B2I(1+1)Y/"(0, ¢)
[2Y(0,6) = > m*Y (0, ¢)
da cui:
([2 = 2)Y(0,¢) = K[I(| + 1) — m*]Y"(0, )

(L2 +13)Y"(0,9) = W[I(1 + 1) — m*] Y[ (6, ¢)

L2+ L2 =h2[I(| +1) — m?]

Siccome L)z( + L}2, e somma di due quadrati, e / e m sono interi, si
ha:
RII+1)—m?] >0 — |m[<I



Momento angolare: autovalori

RPIU(I+1)—m’] >0 — |m[ <

Valori possibili per m:
m=0,+1,42, ... +/
Per un dato valore di /, esistono 2/ + 1 valori di m (degenerazione):

g/22/+1



Momento angolare: commutabilita

Le armoniche sferiche sono autofunzioni sia di L2 che di L,;
dunque si possono conoscere contemporaneamente i valori di L? e
L,; questo implica che [? e [, commutano.

Si puo verificare che le armoniche sferiche non sono autofunzioni di
Lyel,.

Inoltre si pud verificare che le componenti L, L, e L, commutano
tutte e tre con L2, ma non commutano tra loro.

Dunque si possono misurare contemporaneamente i valori di [? e
di una componente (ad esempio L,), ma non delle due componenti
restanti.



Momento angolare: commutabilita
Esempio: =1, m=+1

Figura 6.1

La componente m = +1
dello stato con momento
angolare [ = 1. 1l
momento angolare
descrive un cono perche le
componenti z e y non
possono essere
determinate. La
proiezione del moto sul 2%
piano z—y € una
circonferenza di raggio h
centrata nell’origine

(esempio 6-8).




Dipendenza da r: equazione 1

Equazione radiale:

1 [d [ ,dR 2mer? [ €2 _
_R(r) [dr <r dr) + h? (47reor + E) R(r)} =8

Poniamo 8 = I(/ + 1) (dalla soluzione angolare):

R d [ ,dR R21(1+ 1) e?
— - - — —E|R =
2mer? dr (r dr> + [ 2mer? Aegr ] (r)=0




Dipendenza da r: equazione 1

Quantizzazione dell’energia:

4
mee
E :—76 n:1,2,..
" 8e2h2n?
Utilizzando il raggio di Bohr:
eoh?
ap = >
TMmee
2
e
En=———7-— =12, .
" 871'6030!72 n T

Condizione sui numeri quantici:

0</I<n-1 n=12,..



Dipendenza da r: equazione 1

Soluzioni dell’equazione radiale:
1/2 1+3/2
Rnl(r) — _ (n -1 - 1)' i rlefr/nao L2/+1 ﬁ
2n[(n+ N']3 nag ntl\ nag

L2l+1

n+/

2r . - . . . .
(nao) sono i polinomi associati di Laguerre.

Normalizzazione:

/ R (F)Roy(F)r2dr = 1
0



Dipendenza da r: equazione 1
Polinomi associati di Laguerre

n =1,
0 = 2
== 3,
n =4,

[=1
[=0
| =
I =2
=0
=1
l =
=3

Li(z) =
Ly(z) =
3(x)
L3(z) =
Li(z) =
Li(z) =

Li(z) =

Ls(z) =
Lg(z) =

—2%2——x)
—3|

~3!(3 — 3z + 52%)
—41(4 — x)

—51

—41(4 — 6z + 22° —
~51(10 — 5z + 3z°)
—6!(6 — x)

Lj(a) = -

)




Funzioni d'onda dell’'atomo di idrogeno

wnlm(ra 07 (Z)) = Rnl(r) Ylm(97 ¢)

Ortonormalita:

[e'e) T 2T
/ drr? / dfsin @ / dod (1,0, 0V bnim(r, 0, 0) = S 816
0 0 0



1 dell’atomo di idrogeno

n=1,
n=2,
n=3,

I=0,
1=0,
=1,
=1,
[=0,
=1,
I=1,
=2,
=2,
=2,

m=0
m=0
m=0
m=+1
m =0
m=0
m ==+l
m=0
m = %1
m =2

1 Z 3/2
Y100 = 7 (a_)
1 Z\3/2 .
200 = T (a) (2-0a)e/?
1 Z
Y210 = Weord (a_) /2 cos
3/2 »
Y141 = (E) e~ /% sin fe*i¢
ao
Z\8/2
= =) (27 -180 +20%)e~/?
Y300 = m \/— (ao) o+ 20%)e
1/2 3/2
Y310 = L (2) (E) 60 —o?)e™ 7/ cos
81\« ao
3/2 )
Y3141 = (E) 60 — 0%)e~ /3 sin fe*'?
ao
3/
Y320 = (i) ~/3(3cos? 4 — 1)
ao
Z )3 /3 +
= — ~7/3 5in § cos fe*'?
Y3241 81\/_ (ao

1
Y3ate = 627

Z\%2 . )
—) o2e7/3 sin? e *?i?
ao

—~

Nota:

_z

a0



Numeri quantici

n numero quantico principale

e2

E,=

g Ly on

871'60 do n2

I numero quantico del momento angolare

IL|=h/I(I+1) [=0,1,2,...,n—1

m numero quantico magnetico (degenerazione d; = 2/ + 1)

L, = mh m=0,+1,+2,...,£/



Parte radiale: densitd di probabilita r?[R,(r)]?

Numero di nodi: n— /-1

0.6
0.51 0.2} 25
0.4}
L o1f
0.3} o
0.2 0.2}
2
o 0.1 0.1 4
S
=
= o0 0
O 5 0 5 0 15
z
=
“ooaf 3s
0
0.1 3
OAA'LA—
0.1
3d
0 L
0 5 10 15 20 25



Stato fondamentale dell’atomo di idrogeno: orbitale 1s

Parte angolare:

1
Y{(#,9) = —— — costante — simmetria sferica
Var
Parte radiale: 5
Rio(r) = =7 e "/
9o

Funzione d'onda totale:

Yr00(r, 0, ¢) = (wa3)~H/2e~r/



Stato fondamentale dell’atomo di idrogeno: orbitale 1s

Probabilita radiale:

T 2
Probis(r) — ridr /0 dfsing /0 do Bioo(r, 0, ) dro0(r, 0, )

4 _
—3r2e 2r/a0 gy
Eh)

Valore piu probabile di r:
Is,Prob max = 40

Valor medio di r:

4 [ 5 _ 3
(ns) = 38/0 r3e2r/odr = 52



Orbitali generici dell’atomo di idrogeno
Grafici di densita di probabilita

1s 2s 2p,

3s 3po 3d,



'atomo di idrogeno

Orbitali generici dell

Diagrammi dei contorni di probabilita




Parte angolare: rappresentazione reale per [ =1
Le armoniche sferiche per / # 0 possono essere complesse:

3\ 1/2
YP = (4) cosf
T
1/2 '
Yi = <83> sin fe’®
T

3\ 1/2 '
Yl_1 = <87r> sin e~ 0

Combinazioni lineari:

3\ 1/2
Py = Y10 = <) cosf
1/2
) sin 8 cos ¢

1/2
> sinfsin ¢

%o



Grafici della parte angolare in rappr. reale per | =1

(a) (b) (c)



Parte angolare: rappresentazione reale per [ = 2

5\ 12
d2=Y = ( ) (3cos? — 1)

167

1 o 15\'/%

dmz:ﬁ(Yz +Y, )= . sin 6 cos 6 cos ¢
1 15\ /2

dgs = E(Y; ~Y, ) = (E) sin @ cos @ sin ¢

1 15 \ /2

dy2_y2 = E(Yg2 +Y,%) = (ﬁ) sin® § cos 2¢
1 15 \ /2

dmy = E(Y; - Y2’2) = (-16—7T> Si]ﬁl2 0 sin 2¢



Grafici della parte angolare in rappr. reale per [ =2




1 dell’atomo di idrogeno - rappresentazione

n=1,
n=2,
n=3,

1=0,
1=0,
=1,
=1,
1=0,
=1,
=1,
1=2,
1=2,
1=2,

m=0
m=0
m =0
m = %1
m=0
m=0
m=+1
m =0
m =+l
m=+£2

m ao
Yo = 4& (%)3 @- o)/
Yap, = 4\}2—” (%)3/2 o™ cos§
Yop, = ﬁ (%)3/2 oe™"/?sinf cos ¢
Y2p, = 4\/15 (%)3/2 e "/?sinfsin g
P3s = Bl\l/ﬁ (é)a/2 (27 — 180 + 20%)e /3
Y3p, = 8;/3; (%)3/2 (6 —0)e™"/3 cos 0
Y3p, = BI/\EF (a_zo)3/'2 o(6— tr)e_"/3 sin 6 cos ¢
Y3p, = 81\/5? (%)3/2 (6 — a)e_”/3 sin @sin ¢
Y3a,, = 81\1/67 (é " o%e™7*(3cos? 0 — 1)
V3d,, = SI/\;E (aéo)wz o2e™7/3 sin 6 cos 0 cos ¢
Y3a,. = 8;/3? (;ZO.)B/Z a%e” "% sinf cos fsin ¢
Y34, _,p = 81}/% (%)3/2 o2e™7/* sin® 0 cos 2¢
Yadoy = 81\1/27 %)3/2 o%e™"/?sin Osin 2

reale

Nota:

Zr
ao



L'atomo di elio

K2 K2 K2 -
<_2/\/IV2 _ om V% — 2mV§> ’(/)(R, rn, r2) +

2e? 2e? e? - -
<_ - + )dj(Ra r15r2) = E¢(R7 r17r2)

4reo|R — 7|  4me|R— | Ameolfi — 7

Problema a tre corpi, ma M (massa del nucleo) & molto piu grande
di me. Si pud conservare un'approssimazione a nucleo fisso.



L'atomo di elio

B2 o oy o 282 (1 1\ .
2me(V1 + Vo)u(rA, iB) — A (fl + r2> Y(r, 1)

&2

= N Eo(R
] 6|¢(f1, ) P(ri, )

Problema a due corpi.

——==—— ¢& il termine di repulsione interelettronica.
e —r3]

Rende impossibile una risoluzione esatta dell’'equazione.
Sono necessarie tecniche di risoluzione approssimata.



